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10. Risolvere il problema della propagazione delle oscillazioni elettriche
in un tilo infinito sotto la condizione

¢ con condizioni iniziali arbitrarie.

11. Trovare la soluzione dell’equazione integrale delle variazioni per la
vorda sendlimitata con le condizioni al contorno di terza specie (si veda
il u. 9).

E.v AlVestremo z = 0 di una sbarra semilimitata é installata una mem-
brauva la cui resistenza alle vibrazioni longitudinali della sharra é proporziona-
le alla velocitd u, (U, £). Descrivere le vibrazioni se sono date le deviazioni
iniziali e se u; (x, 0) =P () = 0.

§ ». Metodo di separazione delle
variabili

1. Equazione delle vibrazioni libere di una corda. Il metodo
di separazione delle variabili o il metodo di Fourier & fra i piu
diffusi melodi di soluzione delle equazioni alle derivate parziali.
Diamo la descrizione di questo metodo per il problema delle
vibrazioni di una corda coi due estremi fissati. Studieremo la
solnzione del problema in tutti i dettagli e nell’esposizione
secuente faremo riferimenti a questo paragrafo omettendo la
ripetizione della dimostrazione.

Dungue, cercheremo una soluzione dell’equazione

Wyy = @y, )
soddisfacente alle condizioni al contorno omogenee

w(, =0, u(, t)=0 2
e alle condizioni iniziali

u(z,0) ==y (z),

n(x, ow =1 M.ew v @)

I’equazione (1) é lineare e omogenea, percid la semma di solu-

-

zioni particolari & anch’essa una soluzione di questa equazione.

Avendo a disposizione un numero sufficientemente grande di |
soluzioni particolari, si pud trovare la soluzione cercata som- !

mando quelle particolari con certi coefficienti.
Formuliamo il problema ausiliare jondamentale:
trovare una soluzione dell’equazione

Uy @u
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non identicamente nulla, soddisfacente alle condizioni al contorno
omogenee

u(0,t)==0,

ééuc“ 4
e rappresentabile sotto forma di prodotto

uix, t) =X (2) T (@t), (5)

dove X (x) & funzione della sola variabile x e T (t) funzione della
sola variabile t.

Sostituendo la forma presunta della soluzione (5) nell’equa-
zione (1), otteniamo

X'T =4 17X
a

ossia, dopo aver diviso per X7,
X" _ 110
X(x) a2 T@) °

(6

Affinché la funziome (5) sia soluzione dell’equazione (1),
V'uguaglianza () deve essere verificata identicamente, cioé
per tutti i valori delle variabili indipendenti 0 << z << I, £ > 0.
Il secondo membro dell’'uguaglianza (6) & funzione della sola
variabile ¢ e il primo membro funzione della sola variabile z.
Fissando ad esempio un certo valore di z e cambiando ¢ (o vice-
versa), otteniamo che il secondo e il primo membro dell'ugua-
glianza (6) al variare dei loro argomenti conservano il valore
costante

X'z 1 1@

X@ —F Te = M {7

il

dove A ¢ una costante presa con segno negativo per rendere pilt
comodi i calcoli successivi, senza supporre nulla circa il suo

segno.

Dalla relazione (7) ricaviamo un’equazione differenziale
ordinaria per definire le funzioni X (z) e T (2)
X" (@) +AX () =0, X (@0, )
T" @) +a*AT(t) =0, T({t)==0. 9

Le condizioni al contorno (4) danno
w0, 1) = X (0) T (t) = O,
u(l, ) = X () T (&) = 0.

Di qui Emﬁnm che la funzione X (z) deve verificare le condizioni
complementari

X0 =X(@) =0, (10)
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[image: image2.jpg]altrimenti avremmo
T@)=0c¢e u( t)=0,

mentre il problema & quello di trovare una soluzione non banale.
Per la funzione T (¢) non esistono condizioni complementari nel
problema ausiliare fondamentale.

Quindi, dopo aver trovato la funzione X (z) arriviamo al
problema elementare degli autovalori:

trovare quei valori del parametro A per i quali esistono soluzioni
non banali del problema

N=+»NHO, v
X=X 1{)=0,
e trovare anche le soluzioni. Tali valori del parametro A sono detti

autovalori e le soluzioni non banali corrispondenti a questi auto-
valori si dicono autofunzioni del problem: (11). 11 problema formu-

lato in questo modo & spesso detto problema di Sturm-Liouville.

Consideriamo separatamente i casi in cui il parametro A
sia negativo, nullo o positivo.

1. Per A < 0 il problema non ha soluzioni non banali. Infatti,
la soluzione generale dell’equazione (8) ha la forma
Xy e g Ve
Le condizioni al contorno danno
X(O)=C+Cy=0;
X(D)=Ce* 4+ Cie®=0
ossia
Ci=_CoeCi(>—e®—=0.

Ma nel caso considerato o & reale e positivo, cosicché e* — e-*=£
0. Pertanto

Ci=10, 0 @y =0
e, di conseguenza,
X@=0

2. Anche per A = 0 non esistono soluzioni non banali. Infatti,
in questo caso la soluzione generale dell’equazione (8) ha la
forma

Xi@)— Cix kG,

Le condizioni al contorno danno

XWO)=I[Cz L Col—y=1C3=0,
X(=~04=0,

an

(@=1V=h),

It

88

vale a dire C; = 0 e C, = 0, e, di conseguenza,

3. Per A > 0 la soluzione generale dell’equazione puo essere
seritta nella forma

X (z) = Dycos V Az + D, sen V Az.

Le condizioni al contorno danno

X (0)=Dy=0,

X (I) = Dysen VAL =0.

Se X (z) non & identicamente nulla, allora D,s=0 e percio
sen )/ Al =0 (12)
ossia

,—\.HH vm...NHw ’

dove n ¢ un intero qualsiasi. Quindi, soluzioni non banali del

problema (11) sono possibili unicamente per i valori

e ()

A questi autovalori corrispondono le autofunzioni

X, ()= D, sen % z,

dove D, & una costante arbitraria
Dunque, soltanto per valori di A uguali a

()’ &
esistono le soluzioni non banali del problema (11)
X, (z)=sen %H. ) (14)

che si possono definire a meno di fattore arbitrario il quale abbia-
mo posto uguale all’unitd. Agli stessi valori A, corrispondono
Ie "soluzioni dell’equazione (9)

T, (t)= A,cos q.hlaﬁ‘_;m: sen 2% at, (15)

dove A, e B, sono costanti arbitrarie.
Tornando al problema (1)-(3) concludiamo che le funzioni

Un (2, ) = Xn AEV T, ()=

Hﬁ}_oowﬁﬁ\v.m:mmuﬁ.a& mg%& (16)

89




[image: image3.png]sono soluzioni parziali dell’equazione (1), soddisfacenti allef Se le funzioni ¢ (z) e ¢ (x) soddisfano alle condizioni di sviluppa-

bilitd in serie di Fourier, allora

condizioni al contorno (4) e rappresentabili nella forma di prodot-
_to (5) di due funzioni di cui 1'una dipende dalla sola x e 1'altra
..?.zw m.&m t. Queste soluzioni possono soddisfare alle condizioni
iniziali (3) del nostro problema di partenza soltanto per casi
particolari delle funzioni iniziali ¢ (z) e ¢ (z).

Passiamo alla soluzione del problema (1)-(3) nel caso generale.

Essendo lineare e omogenea 1'equazione (1), la somma di solu-;

zioni particolari

oo

gA.N., Nv” M u, (x, NV“

n=t

= Abaoommwlz&.*nw;mgﬁa& sen == “n

l l

n=1 s
<@mmmam anch’essa questa equazione e le condizioni al contorno (2).
_w_.s avanti ci soffermeremo pilt in dettaglio su questa questions
(si veda il n. 3 del presente paragrafo). Le condizioni iniziali

permettono di definire 4, e B,. Chiediamo che la funzione (17)
soddisfi alle condizioni (3):

oo

u(z, OVHGA&v“M Un (z, OVHMM,. 4, mmﬁ%{ﬁu :
n=1 n={ ‘
o 9 ] “. Aﬁ@v

u (2,0 =y @)= 2 (0= TtaB,sen""z.
n=:1

i
n=1

E noto dalla teoria delle serie di Fourier che la derivata di una

mmuicﬂo f (z) continua a tratti e derivabile a tratti, data nel-
I'intervallo 0<C z <C I, si sviluppa in serie di Fourier ,

f@) =2 bysen Tz, (19
n=1
dove®
2 ¢ )
?nl.%v%udl:m&m. (20)

0

*) Di solito vengono considerate funzioni periodiche di periodo 21

o0
F A..&H.WNF.T M Anaaommmﬂn*.v: sen .ql_wm.nv ,

n=1{
+1 1

=t [F@cos It @, b=t [ F@sn Pia,
-1 at

an

< 2
9@ =7 gusen Tz, @u=-T | ¢ sen L, 1)
n=1

|
|

p@) = Yosen Pz, po=T | $(@sen THEL. (22)
ne==i

Confrontando queste serie con le formule (18), vediamo che per
verificare le condizioni iniziali, si deve porre

B, —=—— Y, (23)

Kna

B: = QPne

¢cid che definisce completamente la funzione (17) la quale for-

nisce la soluzione del problema in esame.

Abbiamo definito la soluzione nella forma di una serie infini-
ta (17). Se la serie (17) & divergente o se la funzione definita da
questa serie non & derivabile, & ovvio che questa serie non pud
rappresentare la soluzione dell’equazione differenziale in que-
stione.

Qui c¢i siamo limitati alla costruzione formale della solu-
zione. La precisazione delle condizioni per cui la serie (17) & con-
vergente e fornisce una soluzione verra data nel n. 3.

2. Interpretazione della soluzione. Diamo ora un’interpreta-
zione della soluzione ottenuta. Si pud rappresentare la funzione
uy; (z; t) nella forma

gaA&.SVHAhaoAumlﬁﬂm.awu*lw:mmbmwﬂ&sv mmblqwla.ﬁ"

= a, €os mww a (t+6,) sen % z, Amﬁ

dove
o=V A B, =

Se la funzione F (z) & dispari, allora a, =0 di modo che

(25)

% ad, = —arctg

oo 1

F(z)= M bn mo:lﬂﬂ:.lﬁ o:HPNM m.@wm:%m&mﬂ
n=1 1

1

[ FsnTFra.
o
Se la funzione F (z) & data soltanto nell'intervallo (0, 1), la si pud prolungare

in modo dispari, e svilupparla nell'intervallo da —!I a +-; ¢id ci conduce alle
formule (19) e (20). (Si veda B. M. Budak e S. V. Fomin, Integrali multipli

e serie, Nauka, 1965, ed. russa.)
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Nl [

O4



[image: image4.png]Per giustificare la possibilitd di rappresentazione della soluzione come
risultato della sovrapposizione di onde staziounaric, abbiamo utilizzato il
primo metodo di dimostrazione della convergenza delle serie in quanto esso
non @ legato alla forma speciale (42) applicabile unicamente all’equazione
elementare delle vibrazioni ed estendibile facilmente ad altriproblemi
sebbene questo metodo imponga condizioni un po’ pit rigorose alle [unzioni
iniziali.

4. Equazioni non omogenec. lonsideriamo 1'equazione non
omogenca delle vibrazioni

Uy oe Pttt f (1, 1)y 2= O<a <l (45)
con le condizioni iniziali
:.Aumu Cv..hntﬁﬁv, C/A/.HMN Av\h@v

uy (e, )= b (2),

e le condizioni al contorno omogenee

u(0, 1) =0, t>0. (47)
w(l, t)==0,
Corchieremo la solnzione del problema sotto forma di sviluppo
in serie di Fourier in x
x
u(z, 1) =3 un(t)sen -, (48)
n=1
considerando ¢ come un parametro. Yer trovare u (z, f), occorre
definire la funzione u, (¢). Rappresentiamo la funzione f (z, 1)
e le condizioni iniziali sotto forma di serie di Fourier

an

fx, )= fult)sen ——=,

an o

l
fo () =5 | £ & 1) sen -2 55
!

\ nn

n= . (49)

i
pu=t | 0@ son e
0

Sostituendo la forma presunta della soluzione (48) nell’equazione
iniziale (40)

,/..
X nn in \ < i

> mozlﬂf.xﬁlnw A‘Iv w, ()=u, .Tu\us Sw =0,

n=1 .

veGiamo che quest’ultima sard verificata se lutti i coefficicnl
dello sviluppo sono nulli, ciot se vale

Uy S+.A = vu @, (B =, (1) (50

Abbiamo ottenuto un'equazione differenziale owdinaria o coel-
ficienti costanli che definisee 1, (£). Le condizioni iniziali danno

@ 8
wiz, ) =q¢ @)= u, () é:h«mﬁ x =) ¢, sen :N.: x,
ne= nzi
o0 89
. . . g T
ux,0) =y (x) = M. u, (0) sen aNz PR M. WP, sen twlzl a, v
n== | n-=1

da cui segue che
w, (=@,
f (51)

1t (0) Z -

Queste condizioni complementari definiscono completimente la

soluzione dellequazione (H0). Si pno rappresentare la fonzione
u, {{) sotto la forma

w, (1) = 10 (0 4l (1),

dove
¢

:rcs.uu Ens , sen MMP: (t—1)-f, () dv (H2)
it

¢ la goluzione dell’equazione non omogenea con condizioni
nulle *) ¢ :
an "

.Aa,AN.. ,.,
7 :TTQ__,: sen — al (D33}

Wit (t)y= ¢, cos

*) 31 pud vederlo direttamente. La formula (52 pui «
il metodo di variazione delle costanti. 5i veda il Lesto in corpo minore alla
fine del presente nwinero.

N



[image: image5.png]dalla quale risulta che l'influenza di una forza agente in modo continuo pud
- ‘essere rappresentata come sovrapposizione di influenze di impulsi istantanei.
Nel caso considerato prima, ufl verifica 'equazione (50) e le condizioni

definita sopra

U (t) =1lim u, (1),
g0
se si pone U (¢) = 0 per ¢t << 0. Quindi, & naturale chiamare U (¢) funzione] . uy (0) = uy, (0) = 0. Per la funzione dell'influenza U (f) abbiamo
dell’influenza di un impulse istantaneo. T .. 2 .
Considerando infatti la formula (3*) e applicando il teorema de! 'a media, § U+ A%v U =0, UO)=0, U(@©)=1,

otteniamo
e L di modo che

=0 =) [ fe@ar=v0—1 O0<<e<. (=L sen T ot
L , nna [

0 -
" Di qui e dalla (3*) ricaviamo la formula (52)

t t
W ()= % U (t—7) fn (¥) dv=— [ sen 22 a— fatwyav.

Passando al limite per & — 0, vediamo che esiste il limite

lim u, (1) =lim U (¢—12)=U (1),

e-0 g0 nna 1

0 0
La rappresentazione integrale (3*) della soluzione dell'equazione diffe-
yenziale ordinaria (1*) ha, come abbiamo visto, lo stesso significato fisico
che la formula (59), la quale fornisce la rappresentazione integrale della
soluzione dell’equazione non omogenea delle vibrazioni.

.- 5. Primo problema generale ai limiti. Consideriamo.il primo
problema generale ai limiti per 1’equazione delle vibrazioni:
trovare la soluzione dell’equazione

Uy = QU + 1), O<2xz<<!], t>0 (45)
con le condizioni aggiuntive

. #AH, 0) = o (),
(2, 0) =1 (2),

4 (0, £) = py (£),

.ﬂ MN. Sv” _“ ASV, v £=>0. (47)
Introduciamo una nuova funzione incognita v (z, t), ponendo
ule 1) = U @ &) + vz, B),

di modo che v (z, t) rappresenta la deviazione della funzione

u (z, 1) da una certa funzione nota U (z, f).
Questa funzione v (z, t) verra definita come la soluzione

dell’equazione

Vi = &mtax ...T.w.A.ﬁq £), QO<®|\ AHQ By =f A.&. t) —
o :\2 - awqga_,
con le condizioni aggiuntive

vz, =0, ¢@=9¢@—Ux0),
vz 0)=v@;  $(@=vp@)—U:(z 0)
00, ) = (@), 1@O=m@—-UQ,?,
v(l, &H_.Hm ®); *Hw @) =py (1) =U (1, 1).

come dovevasi dimostrare.
Passiamo ora alla rappresentazione della soluzione dell’equazione nos
omogenea mediante U (t), ossia la funzione dell’influenza di un impulse4

fstantaneo. Dividendo I'intervallo (0, #) con i punti v; in parti uguali

D.ﬂllunlm..

m b

rappresentiamo la funzione f (¢) nella forma
m
FO=2X 1),

f==11
dove

fi Qy.nl..,.& 0 per fi<Ti e 82 Tigyy
U F(8) per Ty <<t < Tagae

Allora abbiamo

v 0y (46)

m

u Anv "1 M ug QV‘

Ji=xq

mcm.w u; (2) sono le soluzioni dell’equazione L (u;) == f; con condizioni inizia
nulle. :

,Se m & mzmmnmawaaaouoo grande, si puod considerare z; (t) come funzione.
dell’influenza dell'impulso istantaneo di intensitd ;

I'=fi (%) At=f (%)) Az
di modo che

m t
w)=RN V- sy (ve—nr@a,
.c

f=1

vale a dire arriviamo alla formula
t

u(f) = v. U (t—7) f (v) dr,
0
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[image: image6.png]Scegliamo la funzione ausiliare U (z, ¢) in modo che si abbia
p(®)=0 e

mn () =0;
a tal fine & sufficiente porre

U (2, ) = py () + T [ra () — s ()]

Riduciamo cosi il problema generale ai limiti per la funzione
u A&,.S a un problema ai limiti per la funzione v (z, t), con
condizioni al contorno nulle. Il metodo di soluzione di questo
problema & stato dato sopra (si veda il n. 4).

m.. Problemi ai limiti con disomogeneita stazionarie. Una clas-
se di .H:.oEoEm assai importante & quella dei problemi ai limiti
con disomogeneitd stazionarie, in cui le condizioni al contorno

e il secondo membro dell’equazione sono indipendenti dal tempo

Uy = a2zt fo (2), (45")

u AH, Ov =@ A&v, V
ug (x, 0) = (x),

u (0, t)=uy,

u(l, t) = ug,

(46)

u, == costante,
v (47)

u, = costante.
In questo caso & naturale cercare la soluzione sotto forma di somma
ur, &) = u(z) + vz 1),

dove :.A&v ¢ lo stato stazionario (flessione statica) della corda,
determinato dalle condizioni

a?u" (z) + f, (x) =0,
u (0) =1uy,
u (1) = u,

e v (r, 1) la deviazione dallo stato stazionario. E facile vedere
che la funzione u (z) vale

MA.ﬂv == Uy - (Ug — Uy) .Nh LAQ“ .,4 &y X
0
1

3

a

3] .
x | Ll g, {ar,
0

Oy B
O ey

In particolare, se f,= costante, allora

u (z) = uy+ (U — t»v%lf NMo» (lxr — 2?).

108

oz, 0) = @ (2) = —u (a),

La funzione v (z, t) verifica, evidentemente, 1’equazione omoge-
nea
Vit = Smcaa
con le condizioni al contorno omogenee
v (0, t) =0,
v, t)=0
e le condizioni iniziali
viz, =0, ¢@=¢@—u@,
v (2, 0) =¥ (2).

In tal modo v & la soluzione del problema elementare ai limiti
che abbiamo considerato nel n. 1 del presente paragrafo.

Nel dedurre 1'equazione delle vibrazioni e in altri casi abbiamo
trascurato 1’azione della forza di gravita. Da quanto detto sopra
risulta che, invece di tenere esplicitamente conto della forza di

gravita (e in generale delle forze indipendenti dal tempo), & suffi-
ciente considerare la deviazione dallo stato stazionario.

Risolviamo un problema pid semplice di questo tipo, con condizioni
iniziali nulle: “

uyy = aluxy + fo (2): (457)
ulz, =0, u(x 0)=20, (46"
w(0, 2) = uy, u(l, t) = u,. (477)

:_w questo caso per la funzione v (z, t) dobbiamo risolvere il seguente pro-
blema:

Uy = &Ncﬂag
v (2, 0) =0,

v (0, ) =0, v(i, )=0.

£ facile vedere che per la soluzione di queste problema non ¢'é bisogno di

ricorrere all’espressione analitica esatta di u (2).
L’espressione di v (z, t), in accordo con la formula (17), ha la forma

vie, )=, (AncosaVhnt+Bnsena V A t) Xn(2),
n=1
dove

Xa@=sen VT = (VIn =)

3 'autofunzione del problema ai limiti seguente:

X*4+AX =0, 8)
X0=0 X(@=0 (10)
Dalle condizioni iniziali segue che

B,=0

109
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[image: image8.png]con cid abbiamo dimostrato che
vz t)=0. (83)

Di conseguenza, se esistono due funzioni u, (z, ) e u, (z, t) sod-
disfacenti a tutte le ipotesi del teorema, allora u, (z, t) = u, (z, ?).

Per il secondo problema ai limiti la funzione v = u; —u,
verifica le condizioni al contorno

Ux AO< wV =0, Ux Q. NV =0, Am%v

e anche per essa la sostituzione nella formula (80) si annulla.
I1 resto della dimostrazione del teorema rimane immutato.

Per il terzo problema ai limiti la dimostrazione richiede al-
cune modifiche. Considerando come prima le due soluzioni u, e
u,, otteniamo per la loro differenza v (z, t) = u, — u, ’equazione
(77) e le condizioni al contorno

v (0, £)—hw(0, t)=0 (ki =0),
ve(l, )+hw(l, )=0 (ky >0).
Rappresentiamo la sostituzione nella formula (80) come segue

m B
(oalt = — 5 = (v (1, 1) +hw? 0, £)].

Integrando lmm nei limiti da 0 a ¢, otteniamo

(85)

t 1
EQ—E©O) = | vilpvu—(kvo)l de dt—
00

—E 02 (1, =2 (1 O [2 0, =020, O,

da cui, in virtu dell’equazione e delle condizioni iniziali,
deriva

k °
E@)= IIN.S%N (I, t)y+hrw2 (0, 1)} <O. . (86)

Siccome la funzione integranda & non negativa, E (£) > 0, allora

E({)=0 @8
e, di conseguenza, ,
vz, t)=0. (88)

Abbiamo dato qui il metodo di dimostrazione del teorema
di unicitd, basato sull’'uso dell’espressione per 1’energia totale,
che trova una larga applicazione per la dimostrazione dei teoremi
di unicita in diverse branche della fisica matematica, ad esempio,
nella teoria dei campi elettromagnetici, nella teoria dell’elasticita
e in idrodinamica.
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dimostrazione dell’unicitd di altri problemi ai limiti (il
ma di Cauchy e problemi senza condizioni iniziali) verra
nel seguito in un luogo appropriato.

Dimostrare che 1’equazione delle piccole vibrazioni di torsione di
arra ha la forma

1! —

4 GJ

umax. a= d\.l.wl ]

'@ I'angolo di rotazione della sezione della sbarra di ascissa z, G il
di traslazione, J il momento polare d’inerzia della sezione trasver-
il momento d’inerzia dell'unita di lunghezza della sbarra. Dare l'in-
one fisica delle condizioni al contorno di prima, seconda e terza
questa equazione.

Jn filo omogeneo assolutamente flessibile é fissato ad un estremo e
ne del proprio peso occupa la posizione di equilibrio verticale. Dedurre
one delle piccole vibrazioni del filo.

u a du
== N — — — —
T TN ?) Q&H_, .

gsta: at=g,

z, t) & la traslazione del punto, I la lunghezza del filo e g I’accelera-
la forza di gravita.

n filo omogeneo pesante di lunghezza I, il cui estremo superiore
attaccato a un asse verticale, ruota attorno a questo asse a velocita
costante ®. Dedurre l'equazione delle piccole vibrazioni del filo
alla propria posizione di equilibrio verticale.

— =g% |%.n| _”AN|£H‘|M|MIH_+G»:. dove a?=g.

Dedurre 1'equazione delle vibrazioni trasversali di una corda in un
5 cui resistenza & proporzionale alla prima potenza della velocita.
/T

osta: Vi = avxx— b2y, g»ﬂ._ R

Stabilire le condizioni al contorno per 'equazione delle vibrazioni
nali di una sbarra elastica (molla) nel caso in cui 1’estremo superiore
arra sia fissato rigidamente e all’estremo inferiore sia attaccato un
3 H o :

.ome posizione di equilibrio viene inteso lo stato teso della sbarra
ne del carico fisso P attaccato all’estremo inferiore (tensione statica);
me posizione di equilibrio viene inteso lo stato non teso della sbharra
pio, all’istante iniziale un supporto viene tolto dal disotto del carico
i comincia a tendere la sbarra).

Scrivere 1’equazione e le condizioni che definiscono le vibrazioni di
b di una sbarra agli estremi della quale sono attaccate due pulegge.
posta: Per z =0, z = | devono essere soddisfatte condizioni al
o della forma

) =8, (0, ©), O, &)= —aib, (I, 1)
A un certo punto z = z, di una corda (0 <z <) & attaccato un
idi massa M. Dedurre le condizioni di coniugazione nel punto z = z,.

Nestremo z = ! di una sbarra elastica, fissata elasticamente nel
z = 0, & sospeso un carico di massa M. Dedurre 1'equazione e scrivere

53



[image: image9.jpg]Infatti se le derivate di u, che figurano nell’equazione L (u) -
= 0, vanno calcolate derivando la serie termine a termine, allor,
in virtd della linearitd dell’equazione abbiamo

¢ sufficiente dimostrare la convergenza uniforme della serie

o o
o dun | nn A nin
t) ~ = a A, sen at -
L@=1(3 cu)= 3 cL@)=0 i Sl e
i=1 = n=t Tt
T,
iy : e 3 ; cos 22 n& sen = g (34)
poiché le serie convergenti si possono sommare termine a termine, l l
Abbiamo dimostrato cosi che la funzione u verifica 1’equazione,
Come condizione sufficiente affinché si possa derivare la seric ella serie maggiorante
termine a termine si utilizza sempre la condizione di convergenz; :
iforme della serie
1 e n (| 4n|+| B (35)

s,Mp C;L (), (31)

che si ottiene dopo la derivazione *).
Torniamo ora al nostro problema ai limiti. Dobbiamo anzi-
tutto convincerci della continuitd della funzione

per convincersi che la funzione u (z, ¢) verifica 1'equa-
cioé che & applicabile il principio di sovrapposizione
izzato, ¢ sufficiente dimostrare la possibilitd di doppia
ione termine a termine della serie per u (z, t), per cui,

2 % volta, ¢ sufficiente dimostrare la convergenza E_Rozam.
u (B =ITA (2htr) — D) A»A:oomaNIaaTT  serie
= n=4 A

+ B, sen — &v sen (32)

N

da cui risultera che u (z, t) converge in modo continuo rispetto
ai suoi valori iniziali e al contorno. A tal fine & sufficiente di-
mostrare la convergenza uniforme della serie per w (2, t) poiché
il termine generale di questa serie ¢ una funzione continua, e una
serie uniformemente convergente di funzioni continue definisce
una funzione continua. Partendo dalla disuguaglianza

lup (@ 0) | < |45 |+ [ By |,

concludiamo che la serie

£ n nn
sen e nuv mmu%&,

E.Emdoumm, a meno dei fattori di proporzionalita, la serie
< ziorante generale

Z (1 4n]+1Ba)) : @3 |

i , (| Ay |+ Ba))- (36)

¢ maggiorante della serie (32). Se la serie maggiorante (33) & con-
vergente, la serie (32) converge uniformemente, vale a dire la
funzione w (z, ) & continua

Per convincersi che u; (z, t) converge in modo continuo rispet- B,= s Pny
to ai suoi valori iniziali, occorre dimostrarne la continuitd. A tal

*) mm»<mmm A mBm—.mcf Corso di matematica superiore, vol. II, Editori o L 5 L
Riuniti, 1977; B.M. Budak e S.V. Fomin, Integrali multipli e serie, Nauka, e M e d =< .m z sen % 2 dz,
1965 (ed. russa). : i) L2 BeI ST G Pk 57 ) ¥iz) 7
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[image: image10.jpg]il nostro problema si riduce alla dimostrazione della convergenza
delle serie

o

Dk Lonll SUa=0y152)
n=1

- (37)
M\Ef_ (k=—1,0,1).

A tal fine ricorriamo alle note proprietda *) delle serie di
Fourier.

Se la funzione periodica F (z) di periodo 2 ha & derivate cou-

tinue e se la sua (k -+ 1)-esima derivata & continua a tratti, la
serie numerica

©
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2 (| an|+|ba)), (38)
n=1
dove a, e b, sono i coefficienti di Fourier, & convergente. Se si

an

e della funzione f (z)

data nell’intervallo (0, I), occorre che le condizioni precedenti
siano soddisfatte dalla funzione F (z) che si ottiene per prolunga-
mento dispari dalla funzione f (z). In particolare, affinché F (z)
sia continua & necessario che sia f (0) = 0 poiché in caso contrario
si ottiene una discontinuita nel punto # = 0 per prolungamento
dispari; analogamente, nel punto z = | deve essere f (l) =0
affinché la funzione prolungata sia continua e periodica di periodo
91. La continuita della derivata prima per z = 0, z = 1 si ottiene
automaticamente per prolungamento dispari. In generale, per la
continuita delle derivate pari della funzione prolungata occorre
che

@) =i® Q=0 (k=024 ... 2n). (39)

La continuith delle derivate dispari ha luogo senza condizioni
complementari,
Dunque, per la convergenza delle serie

@M_.%_e:_ (k=0,1, 2)

6 sufficiente che la deviazione iniziale ¢ (z) soddisfi alle seguent!
condizioni.
1°. Le derivate della funzione ¢ (z),

tratta dello sviluppo in serie di sen

comprese quelle del

secondo ordine, sono continue, la derivata terza ¢ continud
a tratti e, inoltre,
PO =) =0 ¢ ©0)=¢ @=0 (40)

#) Vedansi, ad esempio, V. L. Smirnov, Corso di matematica superior¢:
vol. 11, Editori Riuniti, 1977; B. M. Budak e S. V. Fomin, Integrali multipli
e serie, Nauka, 1965 (ed. russa).
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ffinché le serie

9°. La funzione 1 (z) deve essere derivabile in modo continuo,
e la derivata seconda continua a tratti e, inoltre,

&b () = 0. (41)

~ Abbiamo dimostrato cosi che ogni vibrazione w (z, ?) con
funzioni iniziali ¢ (z) e P (¢) soddisfacenti alle condizioni 1°

& rappresentabile come sovrapposizione di onde stazionarie.
‘condizioni 1° e 2° sono sufficienti ¢ legate ai modi di dimostra-
jone qui adoperati.

Un problema analogo & stato risolto nel n. 5 del § 2 con il metodo delle
> propagantisi
x+at

N&Henn|a$|_m|9?+a$+w“ M ¥ (o) da,
x—at

@ e ¥ sono due prolungamenti dispari rispetto a 0 e [ delle funzioni
ali (z) e P(z) date nell’intervallo (0, I). Come & stato mostrato, le
joni @ e ¥ sono periodiche di periodo 21 e percio si possono rappresentare

(42)

@, e, sono i coefficienti di Fourier delle funzioni @ (z) e (z). Portando
e serio nella formula (42) ed applicando il teorema sul seno e il coseno
somma e della differenza, otteniamo V’espressione
i m e

an
=2
& n=1

an 1 an
Aeu cos — at -+ =i Pp, sen 7

!

EWV sen z., (43)

3#__.&% con la rappresentazione fornita dal metodo di separazione delle
bili.

Quindi, la formula (43) sussiste sotto le stesse ipotesi della formula (42)
eda il n. 1 del § 3) la quale & stata ricavata sotto la condizione che la
sione O (z) sia doppiamente derivabile in modo continuo e la funzione

Wmmm una volta derivabile.

" Passando alle funzioni ¢ (2) e ¥ (z) dobbiamo chiedere che, oltre le
ioni di derivabilitd, siano soddisfatte le condizioni

0, YO=v®=0,
(44)

!
Quindi, le condizioni 1° e 2°, le quali sono sufficienti per considerare il
odo di separazione delle variabili, dipendono dal metodo di dimostrazione
€ Gontengono condizioni complementari rispetto alle condizioni che garanti-
¢0no I'esistenza della soluzione.
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